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Abstract
Let G be a locally compact group which is σ-compact, endowed with a left Haar measure λ.
Denote by e the unit element of G, and by B an open relatively compact and symmetric neigh-
bourhood of e. For every (p, q) belonging to [1 ; +∞]2, we give an equivalent and a priori more
manageable definition of the Banach space Lpi(q,p)(G), defined by R. C. Busby and H. A. Smith in
[1]. In the case G is a group of homogeneous type, we look at the subspaces (Lq , Lp)α (G) of the
space Lpi(q,p)(G). Theses subspaces are extensions to non abelian groups of the spaces of functions
with integrable mean, defined by I. Fofana in [2]. Finally we show that Lα,+∞(G) is a complex
subspace of (Lq, Lp)α (G).
Resume´
Soit G un groupe localement compact σ-compact, muni d’une mesure de Haar a` gauche λ. De´signons
par e l’e´le´ment neutre de G, et par B un voisinage ouvert relativement compact et syme´trique de e.
Pour tout couple (p, q) d’e´le´ments de [1 ; +∞], nous donnons une de´finition e´quivalente et a` priori
plus maniable de l’espace Lpi(q,p)(G), de´fini par R. C. Busby et H. A. Smith dans [1]. Dans le cas ou` G
est un groupe de type homoge`ne, nous e´tudions les sous-espaces (Lq, Lp)α (G) de l’espace Lpi(q,p)(G).
Ces sous-espaces sont des extensions aux groupes non abe´liens, des espaces de fonctions a` moyenne
fractionnaire inte´grable, de´finis par I. Fofana dans [2]. Nous montrons par la meˆme occasion que
Lα,+∞(G) est un sous-espace vectoriel complexe de (Lq , Lp)α (G).
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1 NOTATIONS ET RESULTATS
G est un groupe localement compact, σ−compact, d’e´le´ment neutre e, muni d’une mesure de Haar a`
gauche note´e λ.
L0(G) de´signe l’espace vectoriel complexe des classes d’e´quivalences modulo l’e´galite´ λ−presque
partout des fonctions complexes λ-mesurables sur G. Pour tout sous-ensemble E de G, χ
E
de´signe la
fonction caracte´ristique de E.
Pour tout e´le´ment p de [1 ; +∞], ‖‖p de´signe la norme usuelle dans l’espace de Lebesgue L
p(G).
a) Conside´rons une U − V partition uniforme π de G ( voir De´finition 2.1) et deux e´le´ments p et q
de [1 ; +∞] .
Posons :
◮ Pour tout e´le´ment f de L0(G),
‖f‖πq,p =


( ∑
E∈π
‖fχ
E
‖pq
) 1
p
si p < +∞
sup
E∈π
‖fχ
E
‖q si p = +∞
◮ Lπ(q,p)(G) =
{
f ∈ L0(G) / ‖f‖
π
q,p < +∞
}
Il est de´montre´ dans [1] que :
•
(
Lπ(q,p)(G) , ‖‖
π
q,p
)
est un espace de Banach complexe.
• si 1 ≤ q1 ≤ q2 ≤ p2 ≤ p1 ≤ +∞, alors Lπ(q2,p2)(G) ⊂ L
π
(q1,p1)
(G)
b) Conside´rons un voisinage ouvert, relativement compact et syme´trique B de e.
Posons :
◮ Pour tout e´le´ment f de L0(G),
B ‖f‖q,p =


[∫
G
(∥∥fχ
yB
∥∥
q
)p
dλ(y)
] 1
p
si p < +∞
sup ess
y∈G
∥∥fχ
yB
∥∥
q
si p = +∞
;
◮ (Lq, Lp) (G) =
{
f ∈ L0(G) / B ‖f‖q,p < +∞
}
.
◮ Pour tous e´le´ments f et g de L0(G),
(f ∗ g) (x) =
∫
G
f(y)g(y−1x)dλ(y) en tout point x de G ou` cela a un sens.
◮ ∀ (a , f) ∈ G× L0(G),

 fa(x) = f(xa)
af(x) = f(a
−1x)
,
pour presque tout e´le´ment x de G.
Dans le paragraphe 2, nous de´montrons que pour tous e´le´ments p et q de [1 ; +∞] ,
• l’espace (Lq, Lp) (G) ne de´pend pas de B (voir proposition 2.8),
• B ‖‖q,p est une norme sur L
π
q,p(G) e´quivalente a` la norme ‖‖
π
q,p (voir proposition 2.10)
Ce deuxie`me re´sultat montre que l’espace (Lq, Lp) (G) est identifiable a` l’espace de Banach Lπ(q,p)(G).
A la suite de F. Holland, de nombreux auteurs ont e´tudie´ ces espaces dans le cas d’un groupe
commutatif, en liaison avec les transformations de Fourier.
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c) Pour tout e´le´ment f de L0(G), notons :
◮ λf la fonction de distribution de f de´finie sur [0 ; +∞[ par :
λf (s) = λ ({x ∈ G / | f(x)| > s}) ,
◮ f∗ sa fonction de re´arrangement de´croissante de´finie sur [0 ; +∞[ par :
f∗(s) = inf { t > 0 / λf (t) ≤ s} ,
◮ ‖f‖∗q,p =


(
p
q
∫ +∞
0
(
t
1
q f∗(t)
)p dt
t
) 1
p
si 1 ≤ q, p < +∞
sup
t>0
t
1
q f∗(t) si 1 ≤ q < p = +∞
sup
t>0
f∗(t) si q = p = +∞
,
◮ Pour tous e´le´ments p et q de [1 ; +∞] ,
Lq,p(G) =
{
f ∈ L0(G) / ‖f‖
∗
q,p < +∞
}
( espace de Lorentz ).
d) Dans le cas ou` G est un groupe homoge`ne ( groupe simplement connexe, nilpotent et muni d’une
famille de dilatations { δr , r > 0 } ) ,
notons :
◮ | | une norme homoge`ne fixe´e dans G,
◮ ρ sa dimension homoge`ne,
◮ γ = inf
{
c ∈ R∗+ / |xy| ≤ c(|x|+ |y| ), ∀(x, y) ∈ G×G
}
.
∀(x, r) ∈ G× R∗+,
◮ B(x,r) =
{
y ∈ G /
∣∣x−1y∣∣ < r } est la boule de centre x et de rayon r ,
◮ πr de´signe une B“e, r
4γ2
” −B2“
e, r
4γ2
” partition uniforme de G.
∀ (q, p, α) ∈ [1 ; +∞]3 ,
‖f‖q,p,α = sup
r>0
λ
(
B(e,r)
) 1
α
− 1
q ‖f‖πrq,p , ∀f ∈ L0(G),
et
(Lq, Lp)
α
(G) =
{
f ∈ L0(G) / ‖f‖q,p,α < +∞
}
.
Nous remarquons que l’espace (Lq, L+∞)
α
(G) co¨ıncide avec l’espace classique de Morrey.
Dans le paragraphe 4 nous montrons entre autres choses que pour tout e´le´ment (q, p, α) de [1 ; +∞]3
tel que q ≤ α ≤ p,
◮ Lα(G) ⊂ (Lq, Lp)α (G) ( voir le corollaire 4.3),
◮ (Lq, Lp)
α
(G) = Lα(G) si α = p ou α = q (voir les propositions 4.4, 4.5 et 4.6),
◮ Lα,+∞(G) ( (Lq, Lp)
α
(G) si q < α < p (voir les propositions 4.7 et 4.8).
Ajoutons que dans le cas ou` la condition q ≤ α ≤ p n’est pas ve´rifie´e, l’espace (Lq, Lp)α (G) est e´gal
a` {O} , O de´signant la classe des fonctions nulles λ−presque partout (voir les propositions 3.5, 3.8)
3
L’inte´reˆt des espaces (Lq, Lp)
α
(G) est entre autres mis en e´vidence par le fait que les espaces Lα(G)
de Lebesgue, Lα,+∞(G) de Lorentz, (Lq, L+∞)
α
(G) de Morrey en sont soit des sous-espaces, soit des
cas particuliers. Il faut aussi remarquer que de par leur de´finition, ces espaces (Lq, Lp)
α
(G), sont
e´troitement lie´s aux multiplicateurs et se preˆtent bien a` l’e´tude de l’ope´rateur maximal fractionnaire de
Hardy-Littlewood (voir [2]). Nous nous proposons dans un prochain travail d’e´tudier les proprie´te´s de
continuite´ de cet ope´rateur et de l’inte´grale fractionnaire dans ce cadre.
2 L’ESPACE DE BANACH (Lq, Lp) (G)
Rappelons quelques propositions et de´finitions tire´es de [1].
Dfinition 2.1 Soient U et V deux voisinages ouverts et relativement compacts de e tels que U ⊂ V. On
appelle U − V partition uniforme de G, toute partition π de G en boreliens telle que
∀E ∈ π, ∃x
E
∈ E / x
E
U ⊂ E ⊂ x
E
V.
Proposition 2.2 Si U est un voisinage ouvert relativement compact et syme´trique de e, alors il existe
une U − U2 partition uniforme de G.
Proposition 2.3 Soient π et π′ deux partitions uniformes de G, p et q deux e´le´ments de [1 ; +∞], il
existe un re´el positif M =M(π, π′) tel que pour tout e´le´ment f de L0(G), nous ayons
‖f‖π
′
q,p ≤M ‖f‖
π
q,p .
Proposition 2.4 Soient π une U−V partition uniforme de G, K et L deux bore´liens de G relativement
compacts. Il existe un re´el nπ(K,L) ≥ 1 tel que toute translate´e a` gauche de L rencontre au plus nπ(K,L)
ensembles xEK, avec E e´le´ment de π. Nous pouvons prendre
nπ(K,L) =
λ
(
LK−1U
)
λ (U)
. (1)
Proposition 2.5 Soient π une U − V partition uniforme de G et K un bore´lien de G relativement
compact. Toute translate´e a` gauche de K rencontre au plus nπ(V,K) e´le´ments de π.
Enonc¸ons aussi ce lemme dont la preuve est imme´diate.
Lemme 2.6 Soient N,K et O des sous-ensembles de G.
Si λ (N) = 0, K est relativement compact et O est ouvert, alors il existe un sous-ensemble fini
{y1; y2; . . . ; yn} de K\N tel que K ⊂
n
∪
i=1
yiO.
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A l’aide de ces re´sultats, nous allons de´montrer l’e´quivalence des normes ‖‖πq,p et B ‖‖q,p , avec B
un voisinage ouvert relativement compact et syme´trique de e. Mais pour cela, nous avons besoin des
propositions suivantes :
Proposition 2.7 Soient (p, q) un e´le´ment de [1 ; +∞]2 et B un voisinage ouvert relativement compact
et syme´trique de e. Pour tout e´le´ment f de (Lq, Lp) (G),
a) (|f |q ∗ χ
B
) (x) est fini pour tout x e´le´ment de G.
b) |f |q ∗ χ
B
est continue sur G.
Preuve : Soient f un e´le´ment de (Lq, Lp) (G) et x un e´le´ment de G.
a) Il existe un sous-ensemble λ−mesurable N de G tel que :
 λ (N) = 0∀y ∈ G\N, ∥∥fχ
yB
∥∥
q
< +∞
.
D’apre`s le lemme 2.6, il existe un sous-ensemble fini {y1; y2; . . . ; yn} de xB\N tel que xB ⊂ ∪yiB.
Par conse´quent,
(|f |q ∗ χ
B
) (x) ≤
n∑
i=1
∥∥fχ
yiB
∥∥q
q
< +∞.
b) On conside`re une suite (xn)n≥0 d’e´le´ments de G qui converge vers x.
Il existe un voisinage compact K de e, tel que
xnx
−1 ∈ K ∀n ∈ N.
Par conse´quent,
lim
n→+∞
|(|f |q ∗ χ
B
) (xn)− (|f |
q ∗ χ
B
) (x)| ≤ lim
n→+∞
∥∥∥xx−1n (|f |q χKxB)− (|f |q χKxB)
∥∥∥
1
= 0.
Proposition 2.8 Soient B1 et B2 deux voisinages ouverts, syme´triques et relativement compacts de e,
p et q deux e´le´ments de [1 ; +∞]. Il existe une constante re´elle C = C(B1, B2) telle que :
B2 ‖f‖q,p ≤ C B1 ‖f‖q,p ,
pour tout e´le´ment f de L0(G).
Preuve : Soit f un e´le´ment de L0(G). Il existe un sous-ensemble fini {y1; y2; . . . ; yn} de B2 tel que
B2 ⊂
n
∪
i=1
B1yi.
Par suite, pour tout e´le´ment y de G,

(
|f |q ∗ χ
B2
) 1
q (y) ≤
n∑
i=1
[(
|f |q ∗ χ
B1
)
(yy−1i )
] 1
q si q < +∞∥∥fχ
yB2
∥∥
+∞
≤
n∑
i=1
∥∥fχ
yyiB1
∥∥
+∞
si q = +∞
.
En prenant la norme Lp(G) des deux membres de chacune des ine´galite´s, nous obtenons le re´sultat
de´sire´.
On de´duit de ce qui pre´ce`de que les normes B ‖‖q,p sont e´quivalentes pour diffe´rents choix de B.
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Remarque 2.9 Soit p un e´le´ment de l’intervalle [1 ; +∞], on a (Lp, Lp) (G) = Lp(G).
Preuve : Elle est imme´diate a` partir de la de´finition de B ‖ ‖q,p .
Proposition 2.10 Soient p et q deux e´le´ments de [1 ; +∞] . Pour tout voisinage ouvert relativement
compact et syme´trique B de e et pour toute partition uniforme π de G, il existe deux constantes re´elles
C1 = C1(B, π) et C2 = C2(B, π) telles que pour tout e´le´ment f de L0(G),
C1 B ‖f‖q,p ≤ ‖f‖
π
q,p ≤ C2 B ‖f‖q,p .
Preuve : Soient B1 et B2 deux voisinages ouverts syme´triques et relativement compacts de e, tels
que
B21 ⊂ B2 et B
2
2 ⊂ B.
De´signons par π une B1 −B21 partition uniforme de G. Pour tout e´le´ment E de π,
 ∃x
0
E ∈ E / x
0
EB1 ⊂ E ⊂ x
0
EB
2
1
∀x ∈ E, E ⊂ xB
.
Posons :
T (E) = {E′ ∈ π / E ∩ E′B 6= ∅} et Ty = {E ∈ π / E ∩ yB 6= ∅} ,
pour tous e´le´ments E de π, et y de G.
D’apre`s la proposition 2.5,
card T (E) ≤ nπ(B21 ; B
2
1B), et card Ty ≤ nπ(B
2
1 , B).
Soit f un e´le´ment de L0(G). Nous avons :
D’une part

‖fχ
E
‖q ≤
[
λ (B1)
−1 ∫
E
(|f |q ∗ χ
B
)
p
q (x)dλ(x)
] 1
p
si p < +∞ et q < +∞
‖fχ
E
‖q ≤
∥∥∥(|f |q ∗ χB ) 1q ∥∥∥
+∞
si p = +∞ et q < +∞
‖fχ
E
‖+∞ ≤
[
λ (B1)
−1 ∫
E
∥∥fχ
yB
∥∥p
+∞
dλ(y)
] 1
p
si p < +∞ et q = +∞
,
pour tout e´le´ment E de π.
D’ou` en prenant la norme ℓp (π) des deux membres de chacune des ine´galite´s, nous obtenons
‖f‖πq,p ≤ C2 B ‖f‖q,p , ou` C2 est une constante inde´pendante de f .
D’autre part,

(|f |q ∗ χ
B
)
1
q (y) ≤ nπ(B21 , B)
1
q
( ∑
E1∈π
∥∥fχ
E1∩yB
∥∥p
q
) 1
p
si q < +∞ et p < +∞
(|f |q ∗ χ
B
)
1
q (y) ≤ nπ(B21 , B
2
1B) ‖f‖
π
q,+∞ si q < +∞ et p = +∞∥∥fχ
yB
∥∥
+∞
≤
∑
E∈Ty
‖fχ
E
‖+∞ χx0
E
B2
1
B
(y) si q = +∞ et p = +∞
,
pour λ−presque tout y dans G.
D’ou` en prenant la norme Lp(G) des deux membres de chacune des ine´galite´s,
nous obtenons B ‖f‖q,p ≤ C
−1
1 ‖f‖
π
q,p
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Remarque 2.11 Soient p et q deux e´le´ments de [1 ; +∞] .
1- La proposition 2.10 montre que l’espace (Lq, Lp) (G) est inde´pendante du voisinage ouvert syme´trique
et relativement compact B utilise´ pour sa de´finition (ce qui justifie notre notation)
2- Soit π une partition uniforme de G. Sachant que
(
Lπq,p(G), ‖ ‖
π
q,p
)
est un espace de Banach
complexe, il est aise´ de voir a` partir de la proposition 2.10 que :
pour tout voisinage ouvert syme´trique et relativement compact B de e, B ‖ ‖q,p est une norme
sur (Lq, Lp) (G) = Lπq,p(G), e´quivalente a` la norme ‖ ‖
π
q,p .
3 ESPACE (Lq, Lp)α (G)
Dans tout ce paragraphe, G est un groupe homoge`ne.
Au vu de la de´finition de l’espace (Lq, Lp)
α
(G), la proposition 2.10 prend la forme plus pre´cise
suivante :
Proposition 3.1 Soient (p, q) un e´le´ment de [1 ; +∞]2, r un re´el strictement positif et f un e´le´ment
de (Lq, Lp) (G). Alors il existe deux constantes C1 = C1 (γ, ρ) et C2 = C2 (γ, ρ) telles que nous ayons :
C1 ‖f‖
πr
q,p ≤ r
− ρ
p
B(e,r) ‖f‖q,p ≤ C2 ‖f‖
πr
q,p .
Preuve : Posons
B1 = B“e, r
4γ2
”, B2 = B2“
e, r
4γ2
” et B = B(e,r).
Remarquons que :
B21B
(
B21
)−1
B1 ⊂ B(e,r(γ3+ 34γ+ 12 ))
et B
(
B21
)−1
B1 ⊂ B(e,r(γ2+ 34 ))
.
D’apre`s la relation (1) de la proposition 2.4 et les proprie´te´s de la mesure λ, nous avons :
nπr
(
B21 , B
2
1B
)
<
λ
(
B(e,r(γ3+ 34γ+
1
2 ))
)
λ
(
B“
e, r
4γ2
”
) =
(
r(γ3 + 34γ +
1
2 )
)ρ(
r
4γ2
)ρ = (4γ5 + 3γ3 + 2γ2)ρ ,
nπr
(
B21 , B
)
<
λ
(
B(e,r(γ2+ 34 ))
)
λ
(
B“
e, r
4γ2
”
) = (4γ4 + 3γ2)ρ ,
λ (B) = rρ, λ (B1) =
(
r
4γ2
)ρ
et λ (B2) =
(
r
2γ
)ρ
.
Le re´sultat annonce´ s’obtient en reprenant la de´monstration de la proposition 2.10 et en tenant
compte des pre´cisions ci-dessus.
Proposition 3.2 Soit (α, p, q) un e´le´ment de [1 ; +∞]3.
a) (Lq, Lp)
α
(G), est un sous-espace vectoriel complexe de (Lq, Lp) (G).
b) L’application f 7−→ ‖f‖q,p,α de´finit une norme sur (L
q, Lp)
α
(G).
Preuve : Elle est imme´diate a` partir des de´finitions des normes ‖‖πrq,p et ‖‖q,p,α .
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Proposition 3.3 Pour tout triplet (α, p, q) d’e´le´ments de [1 ; +∞] .
(Lq, Lp)α (G) muni de la norme ‖‖q,p,α , est un espace de Banach complexe.
Preuve : Soit (fn)n∈N , une suite de Cauchy dans (L
q, Lp)
α
(G). Pour tous entiers naturels n et m,
nous avons :
‖fn − fm‖
π1
q,p ≤ ‖fn − fm‖q,p,α .
Par conse´quent, (fn)n∈N est une suite de Cauchy dans l’espace de Banach (L
q, Lp) (G), et par suite
y converge vers un e´le´ment f .
De meˆme,
(
‖fn‖q,p,α
)
n∈N
e´tant de Cauchy dans R, y converge vers un re´el M ≥ 0.
Pour tout re´el r > 0 et tout entier m ≥ 0,
λ
(
B(e,r)
) 1
α
− 1
q ‖f‖πrq,p = λ
(
B(e,r)
) 1
α
− 1
q ‖fm − fm + f‖
πr
q,p
≤ λ
(
B(e,r)
) 1
α
− 1
q ‖fm‖
πr
q,p + λ
(
B(e,r)
) 1
α
− 1
q ‖fm − f‖
πr
q,p
≤ ‖fm‖q,p,α + λ
(
B(e,r)
) 1
α
− 1
q ‖fm − f‖
πr
q,p .
Donc pour tout re´el r > 0, λ
(
B(e,r)
) 1
α
− 1
q ‖f‖πrq,p ≤M.
Ainsi, f est un e´le´ment de (Lq, Lp)
α
(G), puisque sup
r>0
λ
(
B(e,r)
) 1
α
− 1
q ‖f‖πrq,p < +∞.
Soit un re´el ε > 0.
Il existe un entier naturel m0 tel que pour tous entiers naturels m
′ > m0 et m” > m0, nous ayons :
λ
(
B(e,r)
) 1
α
− 1
q ‖fm′ − fm”‖
πr
q,p ≤ ‖fm′ − fm”‖q,p,α < ε, ∀r ∈ R
∗
+.
Donc, pour tout re´el r > 0 et tout m′ > m0,
λ
(
B(e,r)
) 1
α
− 1
q ‖fm′ − f‖
πr
q,p = lim
m”→+∞
λ
(
B(e,r)
) 1
α
− 1
q ‖fm′ − fm”‖
πr
q,p < ε.
Par conse´quent, pour tout m′ > m0, ‖fm′ − f‖q,p,α < ε.
D’ou` (fn)n∈N converge dans (L
q, Lp)
α
(G) vers f.
Proposition 3.4 Soit (p, q, α) un e´le´ment de [1 ; +∞]3 avec 1 ≤ q ≤ α ≤ p ≤ +∞. Il existe deux
constantes C1 et C2 telles que pour tout e´le´ment f de (L
q, Lp) (G), nous ayons :
C1 ‖f‖q,p,α ≤ sup
r>0
λ
(
B(e,r)
) 1
α
− 1
q
− 1
p
B(e,r) ‖f‖q,p ≤ C2 ‖f‖q,p,α .
Preuve : Elle est imme´diate a` partir de la proposition 3.1.
Proposition 3.5 Soient α, q et p des e´le´ments de [1 ; +∞].
Si α < q, alors (Lq, Lp)
α
(G) = {O}, ou` O de´signe la classe des fonctions nulles λ−presque partout
sur G.
Preuve : Soit f un e´le´ment de (Lq, Lp)
α
(G).
Posons A = ‖f‖q,p,α.
Pour tout re´el strictement positif r,
‖f‖πrq,p ≤
A
λ
(
B(e,r)
) 1
α
− 1
q
;
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et puisque 1
α
− 1
q
> 0,
lim
r→+∞
‖f‖πrq,p = 0.
Si p < q, alors nous avons pour tout re´el strictement positif r,
‖f‖q = ‖f‖
πr
q,q ≤ ‖f‖
πr
q,p .
Donc f = O.
Supposons q < p.
Puisque f est un e´le´ment de (Lq, Lp)
α
(G), f est localement inte´grable. Conside´rons un sous-
ensemble compact K de G.
Posons :
r0 = inf
{
r > 0 / K ⊂ B(e,r)
}
,
et pour tout re´el r,
TK,r = {E ∈ πr / E ∩K 6= 0} .
Pour tout re´el r > r0,
K ⊂ B(e,r),
et
‖fχ
K
‖qq =
∑
E∈TK,r
‖fχ
E
‖qq ≤
(
4γ4 + 3γ2
) ρq
p

 ∑
E∈TK,r
‖fχ
E
‖pq


q
p
≤
(
4γ4 + 3γ2
) ρq
p
(
‖f‖πrq,p
)q
.
Donc,
‖fχ
K
‖q ≤
(
4γ4 + 3γ2
) ρ
p
(
lim
r→+∞
‖f‖πrq,p
)
= 0
Et puisque G est σ-compact, f est nulle λ−presque partout sur G.
Le cas ou` p = q est trivial, car ‖f‖πp,p = ‖f‖p .
Lemme 3.6 Supposons que 1 ≤ p < θ < +∞ et posons :
∀y ∈ G h(y) = |y|−
ρ
θ′
Alors, pour tout e´le´ment a de R∗+,
k(θ; p; a) =
∥∥∥hχG\B(e,a)
∥∥∥
p′
< +∞.
Preuve : a) Supposons que 1 < p.
1 < p < θ < +∞ =⇒ 1 < θ′ < p′ < +∞ =⇒ ρ < p′
ρ
θ′
< +∞.
Par conse´quent, d’apre`s le corollaire 1.6 de [3], il existe un nombre re´el C0 de´pendant uniquement de G,
tel que :
∀b ∈ ]a ; +∞[
∫
B(e,b)\B(e,a)
|y|−p
′ ρ
θ′ dλ(y) =
C0
d
(
a−d − b−d
)
,
avec d = ρ
(
p′
θ′
− 1
)
.
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En faisant tendre b vers +∞, il vient
∥∥∥hχG\B(e,a)
∥∥∥
p′
=
(
C0a
−d
d
) 1
p′
< +∞.
b) Si p = 1 alors p′ = +∞ et ∥∥∥hχG\B(e,a)
∥∥∥
+∞
= a−
ρ
θ′ < +∞.
Lemme 3.7 Supposons 1 ≤ p < θ < +∞, 1 ≤ q ≤ +∞ et posons
∀x ∈ G g(x) = (γ + γ |x|)−
ρ
θ′ .
Alors pour tout e´le´ment ε de ]0 ; 2γ[ , nous avons :
∀r ∈
]
0 ;
ε
2γ
[
B(e,r)
∥∥∥gχG\B(e,ε)
∥∥∥
q′,p′
≤ k(θ ; p ;
ε
2γ
)λ
(
B(e,r)
) 1
q′ .
Preuve : Conside´rons un e´le´ment (ε, r) de R∗+ × R
∗
+ tel que ε < 2γ et r <
ε
2γ .
1ercas q = 1 ; c’est-a`-dire que q′ = +∞.
Conside´rons deux e´le´ments x et y de G ve´rifiant
χ
G\B(e,ε)
(x)χ
yB(e,r)
(x) 6= 0
Nous avons
y−1x ∈ B(e,r) et donc
∣∣y−1x∣∣ < r
x /∈ B(e,ε) et donc ε < |x| ≤ γ (|y|+ |x|) < γ |y|+ γr.
ε < γ |y|+ γr =⇒
ε
γ
− r < |y| =⇒
ε
2γ
< |y|
|y| ≤ γ
(
|x|+
∣∣x−1y∣∣) < γ |x|+ γr < γ |x|+ ε2 < γ |x|+ γ =⇒ (γ |x|+ γ)− ρθ′ < |y|− ρθ′ .
Ainsi ∥∥∥gχ
G\B(e,ε)
χ
yB(e,r)
∥∥∥
+∞
≤ |y|−
ρ
θ′ χ
G\B
(e, ε2γ )
(y),
et par suite
B(e,r)
∥∥∥gχG\B(e,ε)
∥∥∥
+∞,p′
≤ k(θ ; p ; ε2γ ).
2e`mecas 1 < q c’est-a`-dire que q′ < +∞.
Conside`rons un e´le´ment y de G.
∥∥∥gχ
G\B(e,ε)
χ
yB(e,r)
∥∥∥
q′
=
(∫
G
|g(x)|q
′
χ
G\B(e,ε)
(x)χ
yB(e,r)
(x) dλ(x)
) 1
q′
=
(∫
G
|g(x)|q
′
χ
G\B(e,ε)
(x)χ
B(e,r)
(
y−1x
)
dλ(x)
) 1
q′
=
(∫
G
|g(yu)|q
′
χ
G\B(e,ε)
(yu)χ
B(e,r)
(u)dλ(u)
) 1
q′
.
Nous avons pour tout e´le´ment u de B(e,r),
yu ∈ G\B(e,ε) =⇒ ε < |yu| < γ (|y|+ r) =⇒
ε
γ
− r < |y| =⇒
ε
2γ
< |y| .
Donc, ∥∥∥gχG\B(e,ε)χyB(e,r)
∥∥∥
q′
≤
(∫
G
|g(yu)|q
′
χ
G\B
(e, ε2γ )
(y)χ
B(e,r)
(u) dλ(u)
) 1
q′
.
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Or, pour tout e´le´ment u de B(e,r), nous avons
|y| ≤ γ (|yu|+ |u|) < γ |yu|+ γr < γ |yu|+ γ
g(yu) = (γ |yu|+ γ)−
ρ
θ′ < |y|−
ρ
θ′
Par suite ∥∥∥gχG\B(e,ε)χyB(e,r)
∥∥∥
q′
≤ λ
(
B(e,r)
) 1
q′ |y|−
ρ
θ′ χ
G\B
(e, ε2γ )
(y) .
Ainsi
B(e,r)
∥∥∥gχ
G\B(e,ε)
∥∥∥
q′,p′
≤ k(θ ; p ; ε2γ )λ
(
B(e,r)
) 1
q′
Proposition 3.8 Supposons que q, p et α sont des e´le´ments de [1 ; +∞] tels que p < α.
Alors (Lq, Lp)
α
(G) = {O} .
Preuve : Soit f un e´le´ment de (Lq, Lp)
α
(G).
Supposons que :
• θ, ε et r sont des re´els tels que : p < θ < α, 0 < ε < 2γ et 0 < r <
ε
2γ
• ∀x ∈ G g(x) = (γ + γ |x|)−
ρ
θ′
Nous avons ∥∥∥fgχG\B(e,ε)
∥∥∥
1
=
∥∥∥fgχG\B(e,ε)
∥∥∥πr
1,1
≤ ‖f‖πrq,p
∥∥∥gχG\B(e,ε)
∥∥∥πr
q′,p′
.
Or d’apre`s la proposition 3.1, il existe un nombre re´el C de´pendant uniquement de G tel que
∥∥∥gχG\B(e,ε)
∥∥∥πr
q′,p′
≤ C B(e,r)
∥∥∥gχG\B(e,ε)
∥∥∥
q′,p′
λ
(
B(e,r)
)− 1
p′ .
En plus d’apre`s le lemme 3.7,
B(e,r)
∥∥∥gχG\B(e,ε)
∥∥∥
q′,p′
≤ k(θ ; p ;
ε
2γ
)λ
(
B(e,r)
) 1
q′
Par conse´quent, ∥∥∥fgχ
G\B(e,ε)
∥∥∥
1
≤ Ck(θ ; p ;
ε
2γ
)λ
(
B(e,r)
) 1
p
− 1
α ‖f‖q,p,α .
1
p
− 1
α
e´tant strictement positif, nous obtenons
∥∥∥fgχ
G\B(e,ε)
∥∥∥
1
= 0,
en faisant tendre r vers 0 dans l’ine´galite´ pre´ce´dente.
Or pour tout e´le´ment x de G\B(e,ε), g(x) 6= 0. Donc,
fχ
G\B(e,ε)
= 0.
En faisant tendre ε vers 0, nous obtenons f = 0.
Les propositions 3.5 et 3.8 montrent que l’espace (Lq, Lp)
α
(G) est non trivial uniquement lorsque
q ≤ α ≤ p.
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Proposition 3.9 Soient (q1, p1, α1) et (q2, p2, α2) deux e´le´ments de [1 ; +∞]
3
tels que q1 ≤ α1 et
q2 ≤ α2. Si
1
q1
+
1
q2
=
1
q
≤ 1,
1
p1
+
1
p2
=
1
p
≤ 1 et
1
α1
+
1
α2
=
1
α
,
alors, pour f et g e´le´ments de L0(G), nous avons :
‖fg‖q,p,α ≤ ‖f‖q1,p1,α1 ‖g‖q2,p2,α2 .
Preuve : Elle est imme´diate a` partir des de´finitions des normes ‖‖πq,p et ‖‖q,p,α.
4 LIEN AVEC LES ESPACES DE LEBESGUE ET DE LORENTZ.
Remarque 4.1 Soient p1, p2, q1, q2 et α des e´le´ments de [1 ; +∞] tels que q1 ≤ q2 ≤ α ≤ p2 ≤ p1.
Alors
‖f‖q1,p1,α ≤
(
1
2γ
)ρ“ 1
q1
− 1
q2
”
‖f‖q2,p2,α
et
‖f‖q1,q1,q1 = ‖f‖q1 ,
pour tout e´le´ment f de L0(G).
Preuve : Elle est imme´diate a` partir de la de´finition de la norme ‖‖q,p,α .
Proposition 4.2 Soit q un e´le´ment de [1 ; +∞[ et f un e´le´ment de (Lq, L+∞) (G).
lim
r→+∞
B(e,r) ‖f‖q,+∞ = ‖f‖q = sup
r>0
B(e,r) ‖f‖q,+∞
Preuve : Soient f un e´le´ment de (Lq, L+∞) (G), y un e´le´ment de G et r un re´el strictement positif.
∥∥∥fχyB(e,r)
∥∥∥
q
=
[∫
yB(e,r)
|f(t)|q dλ(t)
] 1
q
≤
[∫
G
|f(t)|q dλ(t)
] 1
q
= ‖f‖q
Donc, pour tout re´el r > 0,
B(e,r) ‖f‖q,+∞ = sup
y∈G
∥∥∥fχyB(e,r)
∥∥∥
q
≤ ‖f‖q .
Par conse´quent,
sup
r>0
B(e,r) ‖f‖q,+∞ = limr→+∞ B(e,r)
‖f‖q,+∞ ≤ ‖f‖q .
Si sup
r>0
B(e,r) ‖f‖q,+∞ = +∞, alors l’e´galite´ s’ensuit.
Supposons :
sup
r>0
B(e,r) ‖f‖q,+∞ =M < +∞.
Pour tout re´el r > 0, nous avons :
B(e,r) ‖f‖q,+∞ ≤M .
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Cela signifie que pour λ−presque tout y dans G et pour tout re´el r > 0,∫
B(e,r)
∣∣
y−1f(t)
∣∣q dλ(t) ≤M q.
D’ou`
‖f‖q ≤M = sup
r>0
B(e,r) ‖f‖q,+∞ ,
puisque
sup
r>0
∫
B(e,r)
∣∣
y−1f(t)
∣∣q dλ(t) = ∥∥ y−1f∥∥qq = ‖f‖qq .
Corollaire 4.3 Pour tous e´le´ments p, q et α de [1 ; +∞] tels que q ≤ α ≤ p,
‖f‖q,p,α ≤ ‖f‖α ∀f ∈ L0(G). (2)
Par suite, Lα(G) ⊂ (Lq, Lp)α (G).
Proposition 4.4 Soit q un e´le´ment de [1 ; +∞]. Il existe une constante K = K (γ, ρ) telle que pour
tout e´le´ment f de L0(G),
K ‖f‖q ≤ ‖f‖q,+∞,q ≤ ‖f‖q .
Par suite, Lq(G) = (Lq, L+∞)
q
(G).
Preuve : Soit f un e´le´ment de L0(G). Nous avons ‖f‖q,+∞,q ≤ ‖f‖q, d’apre`s la relation (2) .
Par ailleurs, pour tout re´el r > 0, nous avons d’apre`s la proposition 3.1,
B(e,r) ‖f‖q,+∞ ≤ C ‖f‖
πr
q,+∞ ;
ce qui signifie que
sup
r>0
B(e,r) ‖f‖q,+∞ ≤ Csup
r>0
‖f‖πrq,+∞ = C ‖f‖q,+∞,q .
D’ou`
K ‖f‖q ≤ ‖f‖q,+∞,q ≤ ‖f‖q ,
puisque ‖f‖q = sup
r>0
B(e,r) ‖f‖q,+∞ .
Proposition 4.5 Soient p et q deux e´le´ments de [1 ; +∞], avec 1 ≤ q ≤ p ≤ +∞. Nous avons :
(Lq, Lp)q (G) = Lq(G).
Plus pre´cisement si 1 ≤ q ≤ p < +∞, alors il existe une constante C = C (γ, ρ, p, q)
‖f‖q,p,q ≤ ‖f‖q ≤ C ‖f‖q,p,q
pour tout e´le´ment f de L0(G).
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Preuve : Soit f un e´le´ment de L0(G).
Nous avons ‖f‖q,p,q ≤ ‖f‖q , d’apre`s le corollaire 4.3.
Si p = q, alors il n’y a rien a` de´montrer.
Si q < p = +∞, alors nous retrouvons la proposition 4.4.
Supposons q < p < +∞. Pour tout re´el r > 0,∥∥∥fχB(e,r)
∥∥∥q
q
=
∫
G
|f(x)|q χ
B(e,r)
(x)dλ(x)
=
∑
E∈πr
∫
E
|f(x)|q χ
B(e,r)
(x)dλ(x)
=
∑
E∈Te
∫
G
|(fχ
E
) (x)|q χ
B(e,r)
(x)dλ(x)
≤
∑
E∈Te
‖fχ
E
‖qq ≤
(
4γ4 + 3γ2
) ρ(p−q)
p
[ ∑
E∈Te
‖fχ
E
‖pq
] q
p
.
Donc, pour tout re´el strictement positif r,
∥∥∥fχB(e,r)
∥∥∥
q
≤
(
4γ4 + 3γ2
) ρ(p−q)
pq ‖f‖πrq,p ,
ce qui signifie que
‖f‖q ≤
(
4γ4 + 3γ2
) ρ(p−q)
pq ‖f‖q,p,q .
D’ou`, ‖f‖q,p,q ≤ ‖f‖q ≤
(
4γ4 + 3γ2
) ρ(p−q)
pq ‖f‖q,p,q .
Proposition 4.6 Soient p et q deux e´le´ments de [1 ; +∞] tels que q ≤ p et f un e´le´ment de L0(G).
Alors il existe une constante C = C (γ, ρ, p, q) telle que
‖f‖q,p,p ≤ ‖f‖p ≤ C ‖f‖q,p,p .
Par suite, Lp(G) = (Lq, Lp)
p
(G).
Preuve : Soit f un e´le´ment de L0(G)
Nous avons ‖f‖q,p,p ≤ ‖f‖p , d’apre`s le corollaire 4.3.
Si p = q, ou ‖f‖q,p,p = +∞, alors nous avons ‖f‖q,p,p = ‖f‖p .
Supposons p 6= q et ‖f‖q,p,p < +∞.
Pour tout re´el r > 0, nous avons :
 λ
(
B(e,r)
)− 1
q ‖f‖πrq,+∞ ≤ ‖f‖q,+∞,+∞ < +∞
B(e,r) ‖f‖q,+∞ ≤
(
4γ5 + 3γ3 + 2γ2
)ρ
‖f‖πrq,+∞
si q < p = +∞,
et
B(e,r) ‖f‖q,p ≤ λ
(
B(e,r)
) 1
q
(
4γ4 + 3γ2
) ρ
q
(
4γ5 + 3γ3 + 2γ2
) ρ
p ‖f‖q,p,p si q < p < +∞.
Posons :
fr(x) =
[
1
λ
(
B(e,r)
) ∫
B(x,r)
|f(t)|q dλ(t)
] 1
q
.
Nous avons :
lim
r→0
fr(x) = |f(x)| ≤
(
4γ5 + 3γ3 + 2γ2
)ρ
‖f‖q,+∞,+∞ ,
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pour λ−presque tout x dans G. Par conse´quent,
‖f‖+∞ ≤
(
4γ5 + 3γ3 + 2γ2
)ρ
‖f‖q,+∞,+∞ .
Par ailleurs,
[∫
G
f pr (x)dλ(x)
] 1
p
≤
(
4γ4 + 3γ2
) ρ
q
(
4γ5 + 3γ3 + 2γ2
) ρ
p ‖f‖q,p,p .
D’ou`, d’apre`s le lemme de Fatou, |f |pest inte´grable et
‖f‖p ≤
(
4γ4 + 3γ2
) ρ
q
(
4γ5 + 3γ3 + 2γ2
) ρ
p ‖f‖q,p,p .
Par suite (Lq, Lp)
p
(G) = Lp(G).
Proposition 4.7 Soit (q, p, α) un e´le´ment de [1 ; +∞]3 tels que q < α < p. Il existe une constante
C = C(q, p, α, ρ) telle que
‖f‖q,p,α ≤ C ‖f‖
∗
α,+∞ , ∀f ∈ L0(G).
Par suite, Lα,+∞(G) ⊂ (Lq, Lp)α (G).
Preuve : Soit f un e´le´ment de Lα,+∞(G).
1er cas : supposons p = +∞.
Pour tout re´el r > 0 et pour λ−presque tout x dans G, nous avons :
(
|f |q ∗ χ
B(e,r)
)
(x) =
∫
G
|f(t)|q χ
B(x,r)
(t)dλ(t) =
∥∥∥fχB(x,r)
∥∥∥q
q
.
Puisque 1 ≤ q < α, nous avons d’apre`s la condition dite de Kolmogorov [4],
∥∥∥fχB(x,r)
∥∥∥
q
≤
(
α
α− q
) 1
q
‖f‖∗α,+∞ λ
(
B(e,r)
) 1
q
− 1
α .
Par conse´quent, pour λ−presque tout x dans G,
(
|f |q ∗ χ
B(e,r)
)
(x) ≤
[(
α
α− q
) 1
q
‖f‖∗α,+∞ λ
(
B(e,r)
) 1
q
− 1
α
]q
.
Donc, ∥∥∥∥(|f |q ∗ χB(e,r)
) 1
q
∥∥∥∥
+∞
≤
(
α
α− q
) 1
q
‖f‖∗α,+∞ λ
(
B(e,r)
) 1
q
− 1
α ;
Ce qui peut encore s’e´crire :
λ
(
B(e,r)
) 1
α
− 1
q
B(e,r) ‖f‖q,+∞ ≤
(
α
α− q
) 1
q
‖f‖∗α,+∞ .
D’ou`,
‖f‖q,+∞,α ≤
(
α
α− q
) 1
q
‖f‖∗α,+∞ .
2eme cas : supposons que p < +∞.
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Posons β =
(
1 +
q
p
−
q
α
)−1
.
Alors 1 < β < +∞, 1 <
α
q
< +∞ et
q
p
=
1
β
+
q
α
− 1.
Puisque |f |q est un e´le´ment de L
α
q
,+∞(G) et χ
B(e,r)
un e´le´ment de Lβ(G),
|f |q ∗ χ
B(e,r)
∈ L
p
q (G),
et ∥∥∥|f |q ∗ χB(e,r)
∥∥∥
p
q
≤ C
(
‖f‖∗α,+∞
)q
λ
(
B(e,r)
) 1
β .
Remarquons que
1
βq
=
1
q
+
1
p
−
1
α
.
Nous avons, pour tout re´el r > 0,
∥∥∥|f |q ∗ χB(e,r)
∥∥∥ 1q
p
q
≤ C ‖f‖∗α,+∞ λ
(
B(e,r)
) 1
q
+ 1
p
− 1
α .
Ce qui peut encore s’e´crire, pour tout re´el r > 0,
λ
(
B(e,r)
) 1
α
− 1
p
− 1
q
B(e,r) ‖f‖q,p ≤ C ‖f‖
∗
α,+∞ .
D’ou`,
‖f‖q,p,α ≤ C
′sup
r>0
λ
(
B(e,r)
) 1
α
− 1
p
− 1
q
B(e,r) ‖f‖q,p ≤ C
′C ‖f‖∗α,+∞
En fait, l’inclusion de la proposition pre´ce´dente est stricte.
Proposition 4.8 Soit (q, p, α) un e´le´ment de [1 ; +∞]3 tel que 1 ≤ q < α < p. Conside´rons dans G
une famille de boules
{
B(xnj ,2−n−1)
/ 1 ≤ j ≤ E
(
2ρ(n+1)
)
+ 1 ; n ∈ N∗
}
,
ou` E
(
2ρ(n+1)
)
de´signe la partie entie`re de 2ρ(n+1), ve´rifiant les conditions suivantes :
i)
∣∣∣(x1k)−1 x1j ∣∣∣ > γ (1 + γ + 2γ2) 2 2qα−q , ∀ (k, j) ∈ {1; 2; 3; . . . ;E (22ρ)+ 1}2 ,
j 6= k ;
ii) pour tout entier n > 1,
⊲
∣∣∣(xnk )−1 xnj ∣∣∣ > γ (1 + γ + 2γ2) 2 (n+1)qα−q , ∀ (k, j) ∈ {1; 2; 3; . . . ;E (2ρ(n+1))+ 1}2 ,
j 6= k,
et
⊲
∣∣∣(xnk )−1 xmj ∣∣∣ > 2γ2 ∣∣∣22ρ(n+1)+1 + 2k−n + 2−n−1 − 22ρ(m+1)+1 − 2j−m − 2−m−1∣∣∣ ,
∀ (m, k, j) ∈ {1; 2; 3; . . . ;n} ×
{
1; 2; 3; . . . ;E
(
2ρ(n+1)
)
+ 1
}
×
{
1; 2; 3; . . . ;E
(
2ρ(m+1)
)
+ 1
}
,
avec m 6= n ou j 6= k.
Posons :
En =
E(2ρ(n+1))+1
∪
j=1
B(xnj ,2−n−1)
,
E = ∪
n≥1
En,
et f = χ
E
.
Alors, f est un e´le´ment de (Lq, Lp)
α
(G) qui n’est pas dans Lα,+∞(G).
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Preuve : La famille
{
B(xnj ,2−n−1)
/ 1 ≤ j ≤ E
(
2ρ(n+1)
)
+ 1 ; n ∈ N∗
}
, est compose´e de boules
deux a` deux disjointes.
En effet, soient m et n deux entiers naturels non nuls, tels que m ≥ n,
(k, j) ∈
{
1; 2; 3; . . . ;E
(
2ρ(n+1)
)
+ 1
}
×
{
1; 2; 3; . . . ;E
(
2ρ(m+1)
)
+ 1
}
.
Si a est un e´le´ment de B(xnj ,2−n−1)
∩B(xmk ,2−m−1)
avec j 6= k, alors nous avons :
γ2−n < 2γ22−n < 2γ2
(
22
ρ(m+1)+1 + 2j−m + 2−m−1 − 22
ρ(n+1)+1 − 2k−n − 2−n−1
)
<
∣∣∣(xnk )−1 xmj ∣∣∣ ≤ γ (∣∣∣(xnk )−1 a∣∣∣+ ∣∣a−1xmj ∣∣) < γ2−n ;
ce qui est impossible.
Par conse´quent (En)n≥1 est une famille d’ensembles deux a` deux disjoints.
Ainsi, nous avons
λ (E) =
∑
n≥1
λ (En) =
∑
n≥1
E(2ρ(n+1))+1∑
j=1
λ
(
B(xnj ,2−n−1)
)
=
∑
n≥1
[
E
(
2ρ(n+1)
)
+ 1
] (
2−n−1
)ρ
= +∞.
Par conse´quent,
f∗(t) = inf {s > 0, λ ({x ∈ G / |f(x)| > s}) ≤ t} = 1, ∀t ∈ R∗+.
D’ou`,
‖f‖∗α,+∞ = sup
t>0
t
1
α f∗(t) = sup
t>0
t
1
α = +∞.
Par ailleurs, pour tout re´el r > 0, nous avons :
B(e,r)
∥∥χ
En
∥∥
q,p
≤


E(2ρ(n+1))+1∑
j=1
∫
B
(xnj ,γ2−n−1(1+r2n+1))
(
λ
(
En ∩B(x,r)
)) p
q dλ(x)


1
p
, ∀n ∈ N∗ ;
car, si B(xnj ,2−n−1)
∩B(x,r) 6= ∅ alors
∣∣∣(xnj )−1 x∣∣∣ < γ (2−n−1 + r) = γ2−n−1 (1 + r2n+1) .
Soit n un e´le´ment de N∗.
a) Supposons r = 2−n−1−ℓ, avec ℓ un entier naturel.
Alors,
λ
(
B(e,r)
) 1
α
− 1
q
− 1
p
B(e,r)
∥∥χ
En
∥∥
q,p
≤ rρ(
1
α
− 1
q
− 1
p)

E(2ρ(n+1))+1∑
j=1
∫
B
(xnj ,γ2−n−1(1+2−ℓ)
λ
(
B(xnj ,2−n−1)
∩B(x,r)
) p
q
dλ(x)


1
p
,
car B(xnj ,γ2−n−1(1+2−ℓ))
∩B(xnk ,γ2−n−1(1+2−ℓ))
= ∅, si 1 ≤ j < k ≤ E
(
2ρ(n+1)
)
+ 1.
Donc,
λ
(
B(e,r)
) 1
α
− 1
q
− 1
p
B(e,r)
∥∥χ
En
∥∥
q,p
≤
(
2−n−1−ℓ
)ρ( 1α− 1q− 1p ) [(2ρ(n+1) + 1) (γ2−n−1(1 + 2−ℓ))ρ (2−n−1−ℓ)ρ pq ] 1p
≤ 2(
1+ρ
p
+ ρ
p
− ρ
α )γ
ρ
p
(
2−ρ(
1
α
− 1
p )
)n
.
C’est a` dire que
λ
(
B(e,r)
) 1
α
−1− 1
p
B(e,r)
∥∥χ
En
∥∥
1,p
≤ C1
(
2−ρ(
1
α
− 1
p )
)n
,
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avec C1 = 2
( 1+ρp +
ρ
p
− ρ
α )γ
ρ
p .
b) Supposons r = 2−n−1+ℓ, avec ℓ un entier naturel non nul.
Si 1 ≤ ℓ ≤ (n+1)α
α−q , alors pour tout x dans G, la boule B(x,2−n−1+ℓ) ne peut rencontrer plus
d’une boule B(xnk ,2−n−1)
; car,


yk ∈ B(x,2−n−1+ℓ) ∩B(xnk ,2−n−1)
yk′ ∈ B(x,2−n−1+ℓ) ∩B(xn
k′
,2−n−1)
⇒
∣∣∣(xnk )−1 xnk′ ∣∣∣ < γ (2γ2 + γ + 1) 2 (n+1)qα−q ;
Ce qui est impossible si k 6= k′, au vu de l’hypothe`se.
Nous avons par conse´quent :
λ
(
B(e,r)
) 1
α
− 1
q
− 1
p
B(e,r)
∥∥χ
En
∥∥
q,p
≤ rρ(
1
α
− 1
q
− 1
p )

E(2ρ(n+1))+1∑
j=1
∫
B
(xnj ,γ2−n−1(1+2ℓ))
(
λ
(
En ∩B(x,r)
)) p
q dλ(x)


1
p
≤
(
2−n−1+ℓ
)ρ( 1α− 1q− 1p ) [(2ρ(n+1) + 1) (γ2−n−1(1 + 2ℓ))ρ (2−n−1)ρ pq ] 1p
≤ 2ρ(n+1)(
1
p
− 1
α )2
ρ+1
p γ
ρ
p .
Ainsi,
λ
(
B(e,r)
) 1
α
− 1
q
− 1
p
B(e,r)
∥∥χ
En
∥∥
q,p
≤
(
2−ρ(
1
α
− 1
p)
)n
2
ρ+1
p
+ ρ
p
− ρ
α γ
ρ
p si 1 ≤ ℓ ≤
(n+ 1)α
α− q
.
Si ℓ >
(n+ 1)α
α− q
, alors nous avons :
λ
(
B(e,r)
) 1
α
− 1
q
− 1
p
B(e,r)
∥∥χ
En
∥∥
q,p
≤ rρ(
1
α
− 1
q
− 1
p )

E(2ρ(n+1))+1∑
j=1
∫
B
(xnj ,γ2−n−1(1+2ℓ))
(
λ
(
En ∩B(x,r)
)) p
q dλ(x)


1
p
≤ rρ(
1
α
− 1
q
− 1
p )

E(2ρ(n+1))+1∑
j=1
∫
B
(xnj ,γ2−n−1(1+2ℓ))
λ (En)
p
q dλ(x)


1
p
≤
(
2−n−1+ℓ
)ρ( 1α− 1q− 1p ) [(2ρ(n+1) + 1) (γ2−n−1(1 + 2ℓ))ρ [(2ρ(n+1) + 1) (2−n−1)ρ] pq ] 1p
≤ 2−ρ(n+1)(
1
α
− 1
p )γ
ρ
p
2
ρ+1
p
+ 1
q .
Ainsi,
λ
(
B(e,r)
) 1
α
− 1
q
− 1
p
B(e,r)
∥∥χ
En
∥∥
q,p
≤
(
2−ρ(
1
α
− 1
p )
)n
γ
ρ
p 2
ρ+1
p
+ 1
q
−ρ( 1α−
1
p) si ℓ >
n+ 1
1− 1
α
.
Donc, pour r = 2−n−1+ℓ, avec ℓ entier naturel non nul, nous avons :
λ
(
B(e,r)
) 1
α
− 1
q
− 1
p
B(e,r)
∥∥χ
En
∥∥
q,p
≤ C2
(
2−ρ(
1
α
− 1
p)
)n
;
avec C2 = max(γ
ρ
p 2
ρ+1
p
+ 1
q
−ρ( 1α−
1
p) ; 2
ρ+1
p
+ ρ
p
− ρ
α γ
ρ
p ).
Nous pouvons donc dire a` partir de a) et b) que si r = 2−m, m e´tant un entier relatif, alors
λ
(
B(e,r)
) 1
α
− 1
q
− 1
p
B(e,r)
∥∥χ
En
∥∥
q,p
≤ C3
(
2−ρ(
1
α
− 1
p)
)n
,
avec C3 = max(C1, C2).
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c) Supposons r quelconque.
Il existe un unique entier relatif m tel que 2−m−1 ≤ r ≤ 2−m. par conse´quent,
λ
(
B(e,r)
) 1
α
− 1
q
− 1
p
B(e,r)
∥∥χ
En
∥∥
q,p
≤ λ
(
B(e,2−m−1)
) 1
α
− 1
q
− 1
p
B(e,2−m)
∥∥χ
En
∥∥
q,p
≤ 2−ρ(
1
α
− 1
q
− 1
p )C3
(
2−ρ(
1
α
− 1
p )
)n
.
Donc, pour tout re´el r > 0,
λ
(
B(e,r)
) 1
α
− 1
q
− 1
p
B(e,r)
∥∥χ
En
∥∥
q,p
≤ C4
(
2−ρ(
1
α
− 1
p)
)n
,
avec C4 = 2
−ρ( 1α−
1
q
− 1
p)C3.
Ceci e´tant vrai pour un entier quelconque n de N∗, nous avons :
λ
(
B(e,r)
) 1
α
− 1
q
− 1
p
B(e,r) ‖f‖q,p ≤
∑
n≥1
C4
(
2−ρ(
1
α
− 1
p )
)n
= C4
2−ρ(
1
α
− 1
p)
1− 2−ρ(
1
α
− 1
p )
, ∀r ∈ R∗+.
D’ou`, ‖f‖q,p,α ≤ sup
r>0
λ
(
B(e,r)
) 1
α
− 1
q
− 1
p
B(e,r) ‖f‖q,p ≤ C4
2
−ρ( 1α− 1p)
1−2
−ρ( 1α− 1p )
< +∞.
Les remarques faites par le refe´re´ nous ont permis de pre´ciser certains de nos re´sultats. Qu’il trouve
ici l’expression de notre profonde gratitude.
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